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 Chúng tôi nghiên cứu hiện tượng chuyển pha của mô hình q-state clock hai 

chiều bằng phương pháp mô phỏng Monte Carlo. Chúng tôi tính toán các đại 

lượng vật lý như là: nhiệt dung riêng, độ từ hoá và mô đun xoắn cho q > 5 (cụ 

thể q = 6 và 8). Nhiệt dung riêng và độ từ hóa chỉ ra mô hình có hai chuyển 

pha, bao gồm chuyển pha trên, T2, giữa pha mất trật tự và pha giả trật tự và 

chuyển pha dưới, T1, giữa pha giả trật tự và pha trật tự. Mô đun xoắn không 

những chỉ ra T2 là chuyển pha Kosterlitz-Thouless mà còn có biểu hiện của 

chuyển pha T1. 
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1. Giới thiệu 

Mô hình 2D q-state clock được quan tâm nghiên 

cứu hiện tượng chuyển pha trong nhiều năm [1, 2, 3, 4, 

5]. Mô hình này là tổng quát hóa của mô hình 2D Ising, 

nhưng mô hình này trở thành mô hình 2D XY khi số 

trạng thái q tiến tới vô cùng. Mô hình 2D Ising có 

chuyển pha bậc hai giữa pha mất trật tự và pha trật tự. 

Mô hình 2D XY có chuyển pha Kosterlitz-Thouless 

(KT) giữa pha mất trật tự và pha giả trật tự [6]. Chuyển 

pha KT là một trong những khái niệm quan trọng trong 

vật lí thống kê vì nó có thể giải thích được các pha và 

chuyển pha trong lớp chuyển tiếp Josephson [7], màng 

tinh thể lỏng [8]. Thú vị ở chỗ, chuyển pha KT xuất 

hiện trong mô hình q-state clock tùy thuộc vào số trạng 

thái q của véctơ spin. 

Chuyển pha của mô hình q-state clock được nghiên 

cứu bằng lý thuyết [1] và khẳng định lai bằng mô phỏng 

số [2, 3, 4]. Các tác giả cùng đồng thuận cho rằng mô 

hình q-state clock chỉ có một chuyển pha bậc hai cho q 

< 5 và hai chuyển pha KT riêng biệt ở nhiệt độ xác định 

T1 và T2 (T2 > T1) cho q ≥ 5. Pha ở giữa các nhiệt độ này  

 

là pha giả trật tự giống như mô hình XY dưới nhiệt độ 

chuyển pha KT, pha trên T2 là pha mất trật tự, và pha 

dưới T1 là pha trật tự [2]. 

Các nghiên cứu mô phỏng cho mô hình q-state 

clock sau này tập trung vào các vấn đề: i) tranh luận 

chuyển pha là KT hay không phải là KT; ii) đại lượng 

vật lý nào mô tả được chuyển pha của mô hình này. 

Năm 1982, dựa trên biểu hiện của nhiệt dung riêng, độ 

từ hoá và độ từ thẩm Tobochnik và cộng sự [3] đã 

chứng minh mô hình q-state clock có hai chuyển pha 

KT riêng biệt với q ≥ 5. Năm 2010, Baek và cộng sự [4] 

cho rằng mô đun xoắn của q = 5 không tiến về 0 trong 

pha nhiệt độ cao, nên chuyển pha tại T2 không phải là 

chuyển pha loại KT. Tác giả đã so sánh biểu hiện của 

mô đun xoắn giữa các trường hợp q = 3, 4, 5, 6 và 

khẳng định mô hình q-state clock chỉ có chuyển pha KT 

với q ≥ 6. Ở đây, mô đun xoắn chỉ tính được nhiệt độ 

chuyển pha trên T2 và không có biểu hiện của chuyển 

pha dưới T1. 
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Tuy nhiên, một số nghiên cứu năm 2013 [5] và 

2014 [9], ủng hộ các kết luận trước đó là hai chuyển 

pha của mô hình q-state clock thuộc loại chuyển pha 

KT cho q ≥ 5. Kumano và cộng sự cho rằng định nghĩa 

mô đun xoắn liên tục tính qua góc xoắn liên tục không 

phù hợp với hệ có spin gián đoạn, vì thế nhóm đưa ra 

định nghĩa mô đun xoắn mới (gọi là mô đun xoắn gián 

đoạn) được tính thông qua một góc xoắn rời rạc cho hệ 

spin gián đoạn. Các tác giả khẳng định mô đun xoắn rời 

rạc có biểu hiện đồng thời 2 chuyển pha T1 và T2 trong 

mô hình q-state clock. Sau đó, Baek và cộng sự đã công 

bố một nghiên cứu khác [10] trong đó tác giả tính toán 

mô đun xoắn liên tục cho mô hình q-state clock với 

điều kiện biên khác. Một lần nữa tác giả nhận định mô 

đun xoắn liên tục có thể mô tả chuyển pha trong q-state 

clock với q > 5, nhưng vẫn chỉ biểu hiện cho chuyển 

pha T2.  

Từ đây đặt ra câu hỏi rằng: mô đun xoắn gián đoạn 

xác định được đồng thời nhiệt độ chuyển pha T1 và T2, 

vậy mô đun xoắn liên tục có xác định được đồng thời 

nhiệt độ chuyển pha T1 và T2 với q > 5 hay không? Do 

đó, trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu mô phỏng 

mô hình q-state clock tập trung tính toán các đại lượng 

là nhiệt dung riêng, độ từ hoá và mô đun xoắn liên tục 

cho q > 5 (cụ thể q = 6 và 8) bằng phương pháp mô 

phỏng Monte Carlo. 

2. Mô hình và phương pháp 

Mô hình 2D q-state clock (còn gọi là mô hình đồng 

hồ q trạng thái), ở đây, vector spin có q hướng (q = 2, 3, 

4, ...) các hướng này cách đều nhau một góc. Mô hình 

2D q-state clock như một mô hình trung gian giữa hai 

mô hình 2D Ising (q = 2) và mô hình 2D XY (q → ∞). 

Mô hình 2D q-state clock được mô tả bởi hàm 

Hamilton sau [1, 2]: 

ij

( )i jH J cos     ,           (1) 

trong đó 
2

i n
q


  , với n = 0, 1, 2…, là góc của 

spin thứ i với trục x, J = 1 là hằng số tương tác trao đổi 

giữa các spin. 

Chúng tôi tiến hành mô phỏng MC cho mạng hai 

chiều hình vuông có kích thước N = LL, với L = 16, 

32, 64, 128, và áp dụng điều kiện biên tuần hoàn. Để 

đưa hệ về trạng thái cân bằng chúng tôi sử dụng kết hợp 

giữa thuật toán Metropolis và thuật toán Wolff. Trong 

đó, một bước MC (MCs) được định nghĩa bằng 1 bước 

Wolff và 1 bước Metropolis. Điều kiện cân bằng đã 

được kiểm tra thông qua sự bằng nhau của nhiệt dung 

riêng tính theo công thức thống kê và theo biến thiên 

nhiệt độ. Chúng tôi chạy 5 mẫu để tính trung bình và sai 

số của các đại lượng vật lí bằng phương pháp Jackknife. 

Các đại lượng vật lý thống kê được chúng tôi trình 

bày trong nghiên cứu này gồm:  

Nhiệt dung riêng được định nghĩa theo biểu thức 

[3], 

   2 22 2

2 2 2

1 1

B B

C E E e e
N k T k T

       (2) 

trong đó E H  và e E N . 

Độ từ hoá là một tham số biểu thị độ trật tự trong 

các mô hình từ, hay nói cách khác độ từ hóa của các mô 

hình từ chính là tham số trật tự, và được tính theo công 

thức như sau [9]: 

1/22 2
1

cos sini i
i i

m
N

 
    

     
     
    (3) 

Mô đun xoắn liên tục được định nghĩa như sau [4]: 

2

2

1
e s

L T
   ,          (4) 

Trong đó,  21 cos
x

i jij
e L     là 

năng lượng liên kết giữa các spin lân cận theo trục x 

tính cho một spin,  21 sin
x

i jij
s L    đo 

sự thăng giáng (sự quay) của các spin theo trục x với 

tổng lấy trên tất cả các liên kết theo một hướng và 

   là trung bình nhiệt động lực học. 

3. Kết quả và thảo luận 

Trong mục này chúng tôi trình bày kết quả mô 

phỏng Monte Carlo và thảo luận đối với mô hình q-

state clock cho mạng hai chiều hình vuông với q > 5 (cụ 

thể q = 6 và 8) cho các đại lượng vật lý nhiệt dung riêng 

(C), độ từ hóa (m) và mô đun xoắn (Υ).  

3.1. Nhiệt dung riêng 

Kết quả mô phỏng nhiệt dung riêng phụ thuộc nhiệt 

độ với các kích thước khác nhau L = 16, 32, 64 và 128 

cho hai trường hợp điển hình q = 6 (hình 1a) và q = 8 

(hình 1b) có hai đỉnh tương ứng với dấu hiệu của hai 

chuyển pha. Khi nhiệt độ giảm, kết quả mô phỏng nhiệt 

dung riêng cho cả hai trường hợp (q = 6 và q = 8) của 

đỉnh thứ hai có hình dạng tù, phụ thuộc vào kích thước 
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(khi kích thước tăng nhiệt dung riêng dịch về phía nhiệt 

độ thấp), đây là biểu hiện của chuyển pha KT tại nhiệt 

độ T2 từ pha mất trật tự sang pha giả trật tự [11]. Tuy 

nhiên, đỉnh thứ nhất có biểu hiện dạng tù tại nhiệt độ T1 

nhưng không phụ thuộc kích thước (kích thước tăng 

đỉnh cố định mà không dịch về phía nhiệt độ thấp), điều 

này cho thấy khó phân loại được chuyển pha dựa vào 

biểu hiện của đỉnh này. Do đó, chúng tôi đi xem xét đại 

lượng độ từ hóa và mô đun xoắn để xác định loại 

chuyển pha cho hai trường hợp này, đặc biệt vùng nhiệt 

độ thấp. 

 

 

Hình 1: Sự phụ thuộc nhiệt độ của nhiệt dung riêng: 

a) q = 6 và b) q = 8. 

3.2. Độ từ hoá 

Hình 2 biểu diễn độ từ hoá phụ thuộc vào nhiệt độ 

với các kích thước L = 16, 32, 64, 128. Trong cả hai 

trường hợp q = 6 (hình 2a) và q = 8 (hình 2b), khi nhiệt 

độ giảm dần độ từ hóa có biểu hiện rõ ràng hai bước 

nhảy (đặc biệt với các kích thước mô phỏng lớn) tương 

ứng với hai chuyển pha. Xem xét kĩ hơn cho hai trường 

hợp này, chúng tôi thấy rằng bước nhảy ở gần nhiệt độ 

T2 thể hiện chuyển pha từ pha mất trật tự nhiệt độ cao 

sang pha giả trật tự. Thật vậy ở vùng T > T2 độ từ hoá 

bằng không thể hiện pha mất trật tự, còn trong vùng T1 

< T < T2 độ từ hoá cũng có xu hướng tiến chậm về 

không khi kích thước L → ∞ đây là dấu hiệu chỉ ra pha 

giả trật tự ở vùng nhiệt độ này. Còn đối với vùng nhiệt 

độ T < T1 thì độ từ hoá có xu hướng tiến về giá trị hữu 

hạn với mọi kích thước, đây là biểu hiện của pha trật tự.  

 

 

Hình 2: Sự phụ thuộc nhiệt độ của độ từ hoá: 

 a) q = 6 và b) q = 8. 

3.3. Mô đun xoắn 

Để làm sáng tỏ hơn cho nhận xét kể trên đối với độ 

từ hoá, cũng như phản biện lại những quan sát trước 

đây cho rằng ra mô đun xoắn liên tục chỉ biểu hiện 

chuyển pha T2 trong nghiên cứu [4] và không sử dụng 

được đại lượng này trong nghiên cứu chuyển pha [5, 9] 

cho q > 5. Chúng tôi đi khảo sát sự phụ thuộc vào nhiệt 

độ của mô đun xoắn (hình 3) cho các giá trị q = 6 (hình 

3a) và 8 (hình 3b) với các kích thước L = 16, 32, 64 và 

128. Khi kích thước L tăng, mô đun xoắn có biểu hiện 

bước nhảy tại T2 và tiến về 0 ở vùng nhiệt độ T > T2 [4], 

đây là biểu hiện của chuyển pha KT từ pha mất trật tự 

sang pha giả trật tự tại nhiệt độ T2. Kết quả này phù hợp 

với các nghiên cứu trước [4, 5, 9]. Ngoài ra, khi quan 

sát q = 6, 8 ở vùng nhiệt độ thấp, chúng tôi, lần đầu tiên 

chỉ ra rằng Υ có biểu hiện điểm gẫy (đặc biệt biểu hiện 

này rõ ràng hơn khi q lớn) gần T1. Đây chính là dấu 

hiệu của chuyển pha T1 và phù hợp với biểu hiện 

chuyển pha T1 thông qua độ từ hóa. Vậy, mô đun xoắn 

liên tục, bản thân nó, có thể biểu hiện đồng thời hai 

chuyển pha trong mô hình q-state clock với q > 5. 
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Hình 3: Sự phụ thuộc vào nhiệt độ của mô đun 

xoắn: a) q = 6 và b) q= 8. 

4. Kết luận 

Chúng tôi đã tiến hành nghiên cứu hiện tượng 

chuyển pha của mô hình q-state clock trong mạng hai 

chiều hình vuông cho q > 5 bằng phương pháp mô 

phỏng Monte Carlo. Chúng tôi đã tính toán các đại 

lượng vật lý như là nhiệt dung riêng, độ từ hoá và mô 

đun xoắn. Nhiệt dung riêng có biểu hiện của hai chuyển 

pha nhưng không chỉ rõ bản chất chuyển pha vùng nhiệt 

độ thấp, độ từ hóa biểu hiện rõ ràng chuyển pha nhiệt 

độ thấp giữa pha giả trật tự và pha trật tự. Đặc biệt, lần 

đầu tiên chỉ ra mô đun xoắn có dấu hiệu chuyển pha 

giữa pha giả trật tự và pha trật tự. 
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We study the phase transition properties of the two-dimentional q-state clock model 

by an extensive Monte Carlo simulation. Several independent physical quantities, 

including the specific heat, the magnetization and the helicity modulus had been 

calculated for q > 5. The specific heat and the magnetization shows the behavior of 

two distinct phase transitions, including the higher phase transition, T2, between the 

disordered phase and  the quasi-long-range ordered phase and the lower phase 

transition, T1, between the quasi-long-range ordered phase and the quasi-long-range 

ordered phase. The helicity modulus not only show that T2 is the Kosterlitz-Thouless 

phase transition but also has signature of phase transition around T1. 
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