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 Trong bài báo này, tác giả chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân 

của phương trình vi tích phân ngẫu nhiên trung tính có xung và chuyển động 

Brown bậc phân số. 

 

 

Từ khóa: 
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trình vi phân ngẫu nhiên, 

Chuyển động Brown bậc 

phân số, Tính giải được và 

duy nhất. 

 

 

1. Mở đầu 

Trong bài báo này ta nghiên cứu lớp phương trình vi tích phân có xung sau: 

             
1 2

0 0
[ ( ) ( , , ( , , ) ] [ ( ) ( , , ( , , ) )]

( ) ( ), [0, ], ,

t t

t s t s

H

Q i

d x t g t x a t s x ds Ax t f t x a t s x ds dt

F t dB t t b t t

  

  

 
  (1) 

                                                               ( ) ( ( )), , 1,2,...,i i i ix t I x t t t i       (2) 

                                                                 0( ) ( ) ([ ,0], ), 0,x t t r X r t     PC   (3) 

trong đó A  là toán tử sinh của nửa nhóm giải tích 

0( ( ))tT t  các toán tử bị chặn trong không gian 

Hilbert X , 
H

QB  là chuyển động Brown bậc phân 

số, , :[0, )g f X X   PC , 

1 2, :[0, ) [0, )a a X    PC ,  
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0:[0, ) ( , )QF L Y X  là hàm thích hợp sẽ 

được định nghĩa sau. Các thời điểm xung it  thỏa 

mãn 1 20 ... ...it t t     , và lim i
i

t


  . 

: ,iI X X  ( )ix t  là độ lớn bước nhảy của 

hàm trạng thái x  tại thời điểm it , được định nghĩa 

bởi ( ) ( ) ( ) -i i ix t x t x t   , với ( )ix t  và ( )ix t  

tương ứng là giới hạn phải và giới hạn trái của 

( )ix t  tại it . { :[ ,0] , ( )r X t   PC liên 

tục hầu khắp nơi trừ một số hữu hạn các điểm t  tại 

đó ( )t 
, ( )t 

 tồn tại và ( )t 
= ( )}t 

. 

Khi đó cho một hàm PC, ta thấy rằng 

[ ,0]

sup ( )
s r

s 
 

  PC‖ ‖ ‖ ‖ . Với mọi hàm 

liên tục x  và mọi [0, ]t b , kí hiệu tx  là một 

phần tử của PC được định nghĩa bởi 

( ) ( ), 0.tx x t r        

Gần đây, các tác giả trong [2] đã nghiên cứu sự 

tồn tại nghiệm tích phân của phương trình vi phân 

ngẫu nhiên trung tính với chuyển động Brown bậc 

phân số và hiệu ứng xung. Phương trình vi tích 

phân Volterra ngẫu nhiên với chuyển động Brown 

bậc phân số trong không gian Hilbert đã được 

nghiên cứu trong [3]. Tuy nhiên, cho tới thời điểm 

hiện tại, vấn đề nghiên cứu tính giải được đối với 

hệ phương trình vi tích phân ngẫu nhiên trung tính 

với hiệu ứng xung và chuyển động Brown bậc phân 

số vẫn là bài toán chưa có lời giải. Do đó, trong bài 

báo này ta đặt vấn đề nghiên cứu tính giải được đối 

với hệ phương trình vi tích phân ngẫu nhiên trung 

tính với hiệu ứng xung và chuyển động Brown bậc 

phân số (1) - (3) ở trên. 

Nội dung bài báo này được trình bày như sau: 

Trong phần tiếp theo mục 2.1, tác giả đề cập đến 

một số khái niệm và kết quả cần thiết cho việc 

chứng minh các kết quả nghiên cứu của mình. Mục 

2.2, ta trình bày kết quả chính của bài báo đó là 

chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm tích phân 

của bài toán (1) – (3), Định lí 2.2.2. Cuối cùng là 

phần kết luận một số kết quả đã đạt được của bài 

báo. 

2. Nội dung 

2.1. Kiến thức chuẩn bị 

Ta trình bày một số khái niệm cơ bản liên quan 

đến chuyển động Brown bậc phân số (fBm) và tích 

phân Wiener tương ứng với fBm. Ta cũng nhắc lại 

một số kết quả cơ sở về nửa nhóm giải tích làm nền 

tảng cho nghiên cứu của chúng tôi. 

Cho X  và Y  là hai không gian Hilbert thực 

tách được và ( , )L X Y  là không gian các toán tử 

tuyến tính bị chặn từ Y  đến X . Để thuận tiện, ta 

sử dụng chung kí hiệu ‖ ‖  là chuẩn trong các 

không gian X , Y  và ( , )L X Y . Giả sử 

( , , ) PF  là không gian xác suất đầy đủ. Kí hiệu 

( )E  là toán tử kì vọng toán tương ứng với xác 

suất P . Toán tử không âm, tự liên hợp được kí hiệu 

là ( , )Q L Y Y . 
0

QL  là không gian các hàm 

( , )L Y X   sao cho 

1

2Q  là toán tử Hilbert-

Schmidt với chuẩn được định nghĩa bởi 

0

1

2 2 *2

( , )
| | | | ( )

Q
HSL Y X

Q tr Q     (kí hiệu ( )tr A  

là vết của toán tử A ). Khi đó,   được gọi là toán 

tử Q-Hilbert-Schmidt từ Y  vào X . 

Định nghĩa 2.1.1. Hai mặt của một fBm một 

chiều với tham số Hurst (0,1)H   là một quá 

trình trung tâm Gauss liên tục 

{ ( ), }H H t t    với hàm hiệp phương sai  

  
2 2 2

( , )

1
[ ( ) ( )] (| | | | | | ), ,

2

H H H H H

H t sR t s t s t s t s      E . 

Bây giờ, ta ước lượng tích phân Wiener tương 

ứng với fBm một chiều 
H . Cố định số thực 

0b  . Kí hiệu   là không gian tuyến tính của 

các hàm bước (step function) với giá trị thực xác 

định trên [0, ]b  , nghĩa là,   nếu  

     
1

1

[ , ]

1

( ) ( ), [0, ],
i i

n

i t t

i

t x t t b 
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với 1 2 .0 .. nt t t b      và ix  . Định nghĩa tích phân Wiener của hàm   tương ứng với 

H  bởi 

    

1

1
0

1

( ) ( ) ( ( ) ( ).
nb

H H H

i i i

i

s d s x t t   






   

Bây giờ ta kí hiệu không gian Hilbert H  là bao đóng của   tương ứng với tích vô hướng 

    
[0, ] [0, ], ( , ).t s HR t s   H

 

Khi đó, ta có 

    
1

1

[ , )
0

1

( ) ( ).
i i

n b
H

i t t

i

x s d s   






   

Ánh xạ trên là một đẳng cự giữa các không gian 

  và không gian tuyến tính 

{ , [0, ]}Hspan t b  , nó có thể mở rộng thành 

một đẳng cự giữa H  với sự hỗn loạn Wiener đầu 

tiên của fBm
 

2 ( )

{ , [0, ]}
L Hspan t b



  (xem 

[7]). Tích phân Wiener của   ứng với 
H  là ảnh 

của một phần tử H  bởi đẳng cự này. Bây giờ 

chúng tôi đưa ra một mở rộng của tích phân này. 

Xét hạt nhân 

 

1 3 1

2 2 2( , ) ( ) , ,

t
H H H

H

s

HK t s c s s d t s  
  

    

với 
(2 1)

1
(2 2 , )

2

H

H H
c

H H




 B

 và B  là hàm 

Beta. Dễ thấy rằng 

   

 

1 3

2 2
( , )

( ) ( ) .
H H

H
H

K t s t
c t s

t s

 
 


 

Xét toán tử tuyến tính 
* 2: ([0, ])HK L b , 

cho bởi 

   

 
* ( , )

( )( ) ( ) .
t

H
H

s

K t s
K s s dt

t
 




  

Ta có  

 
* *

[0, ] [0, ]( )( ) ( , ) ( ).H t H tK s K t s s   

*

HK  là một đẳng cự giữa   và 
2 ([0, ])L b  và 

có thể mở rộng đến không gian H . Xét 

{ ( ), [0, ]}t t b W W , định nghĩa bởi 

* 1

[0, ]( ) (( ) ).H

H tt K W  Ta thấy rằng W  là 

một quá trình Wiener và 
H  có biểu diễn tích 

phân Wiener sau: 

   

 
0

( ) ( , ) ( ).
t

H

Ht K t s d s   W  

Và   

 

*

0 0
( ) ( ) ( )( ) ( ),

b b
H

Hs d s K t d t    W  

với mọi H  nếu và chỉ nếu 

* 2([0, ])HK L b . Hơn nữa, kí hiệu 

2 * 2([0, ]) { , ([0, ])}HL b K L b   H H . Khi 

1

2
H  , ta có 

1/ 2([0, ]) ([0, ])HL b L b H
, xem 

[6]. 

Để chứng minh sự tồn tại nghiệm tích phân của 

bài toán đặt ra, ta cần sử dụng bất đẳng thúc sau 

Bổ đề 2.1.2.([5]) Với 
1/ ([0, ])HL b , 

  1/

2 2 2

([0, ])0 0
(2 1) | ( ) || ( ) || | .H

b b
H

H L b
H H v v dvd c         ‖ ‖  

Giả sử dãy hai mặt của một fBm một chiều { ( )}H

n nt 
độc lập trên ( , , ) F P  và xét chuỗi sau 
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1

( ) , 0.H

n n

n

t u t




  

Ở đây { }n nu   là cơ sở trực chuẩn đầy đủ 

trong Y . Chuỗi trên không nhất thiết hội tụ trong 

không gian Y . Xét quá trình ngẫu nhiên nhận giá 

trị trong Y , ( )H

QB t  xác định bởi 

   

 
1/2

1

( ) ( ) , 0.H H

Q n n

n

B t t Q tu




   

Chuỗi này hội tụ trong Y  nếu Q  thuộc lớp các 

toán tử vết không âm tự liên hợp. Rõ ràng, ta có 

2( , )H

QB L Y  . Tại thời điểm đó, ( )H

QB t là Q - 

hình trụ fBm nhận giá trị trong Y  với toán tử hiệp 

phương sai Q . Chẳng hạn, nếu { }n n   là dãy số 

thực không âm bị chặn sao cho n n nQu u , giả 

sử rằng Q  là toán tử hạch trong Y  (cụ thể 

1

n

n






  ), khi đó quá trình ngẫu nhiên 

   

1 1

2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) , 0,H H H

Q n n n n n

n n

B t t Q t u tu  
 

 

     

được định nghĩa như một Q - hình trụ fBm nhận giá trị trong Y . 

Cho 
0:[0, ] ( , )Qb L Y X   sao cho 

     2

1

* 2

([0, ]; )
1

( ) . (4)H n L b X
n

K Q u




 ‖ ‖  

Định nghĩa 2.1.3. Cho ( ), [0, ]s s b   là hàm 

số nhận giá trị trong 
0 ( , )QL Y X . Khi đó, tích phân 

Wiener của   tương ứng với 
H

QB  được định nghĩa 

bởi 

 

1 1

* *2 2

0 0
1 1 0

( ) ( ) ( ) ( (( ( ))( ) ( ), 0.

t
t t

H H

Q n n H H n

n n

s dB s s Q d K K Q s dW s tu u   
 

 

       

Lưu ý rằng nếu 

     1/

1

2

([0, ]; )
1

,Hn L b X
n

uQ




 ‖ ‖     (5) 

 

thì (4) được thỏa mãn, điều này suy ra từ 

1/ 2([0, ]) ([0, ])HL b L b H
. 

Bổ đề sau là mệnh đề quan trọng để chứng minh 

kết quả của chúng tôi, nó có thể xem như một ứng 

dụng đơn giản của Bổ đề 2.1.2. Chứng minh của bổ 

đề này đã được nêu trong [1]. 

Bổ đề 2.1.4. Với mỗi 
0:[0, ] ( , )Qb L Y X   

sao cho (5) thỏa mãn, và với mọi , [0, ]b    

với   , 

  

1

2 2 1 22

1

| ( ) ( ) | (2 1)( ) | ( ) | ,H H

Q X n X

n

s dB s cH H dsus Q
 

 
   






    E  

ở đây ( )c c H . Nếu, thêm nữa, 

1

2

1

| ( ) |n X

n

ut Q




  hội tụ đều với [0, ]t b , thì 

  0

2 2 1

( , )
| ( ) ( ) | (2 1)( ) | ( ) | .

Q

H H

Q X L Y X
s dB s cH H s ds

 

 
      E  
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Tiếp theo, cho : ( )A D A X ( ( )D A : miền 

xác định của toán tử A ) là toán tử sinh của một 

nửa nhóm giải tích các toán tử tuyến tính bị chặn 

0( ( ))tT t   trên X . Giả sử rằng tồn tại hằng số 

1M   và   sao cho ( ) tT t Me‖ ‖ , với 

mọi 0t  . Chúng tôi cũng giả thiết rằng 

0( ( ))tT t   bị chặn đều và là nửa nhóm giải tích sao 

cho 0 ( ).A  Ở đây ( )A  là tập giải của A . 

Khi đó, ta có thể định nghĩa ( )A   với 

0 1  , như là một toán tử tuyến tính đóng với 

miền xác định ( )D A   tương ứng với chuẩn 

‖ ‖ . Kí hiệu X ( 0 1  ) là không gian 

( )D A   với chuẩn ‖ ‖ , ta có bổ đề sau 

Bổ đề 2.1.5. [4] Giả sử có các giả thiết trên 

 (1) Nếu 0 1  , thì X  là một không 

gian Banach. 

 (2) Nếu 0    , thì phép nhúng 

X X   liên tục. 

 (3) Tồn tại hằng số 0M   sao cho với 

mọi 0 1  , ta có 

( ) ( ) , 0, 0.tM
A T t e t

t

 


   ‖ ‖

 

Bất đẳng thức tích phân sau cùng là chìa khóa 

để chứng minh tính ổn định mũ của nghiệm tích 

phân của hệ trung tính với xung, nó đã được chứng 

minh ở Bổ đề 3.1 trong [8]. 

2.2. Sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

Trong mục này, ta sử dụng lí thuyết điểm bất 

động để chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

tích phân của hệ (1) - (3). Trước hết ta trình bày 

khái niệm nghiệm tích phân cho bài toán đang xét 

Định nghĩa 2.2.1. Một X  - quá trình ngẫu 

nhiên ( ), [ , ]x t t r b   được gọi là nghiệm tích 

phân của bài toán Cauchy tổng quát (1) – (3) nếu 

 (1) 
2( ) ([ , ], ( , ))x r b L X   PC ; 

 (2) Với [ ,0], ( ) ( )t r x t t   ; 

 (3) Với [0, ], ( )t b x t  thỏa mãn phương 

trình tích phân sau    

          

1 1
0 0 0

2
0 0

0

0

( ) ( )[ (0) (0, ,0)] ( , , ( , , ) ) ( ) ( , , ( , , ) )

( ) ( , , ( , , ) ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ) . . (6)

i

t t s

t s s

t s

s i i i

t t

t
H

Q

x t T t g g t x a t s x ds AT t s g s x a s x d ds

T t s f s x a s x d ds T t t I x t

T t s F s dB s a s





   

  

 

    

   

  

  

 

 P
 

Để đạt được các kết quả trong phần này, chúng 

tôi đưa ra các giả thiết sau: 

(H1) A  là toán tử sinh của một nửa nhóm giải 

tích 0( ( ))tT t   các toán tử tuyến tính bị chặn trên 

X  thỏa mãn 0 ( )A . Do đó, từ Bổ đề 2.1.5, 

tồn tại các hằng số 
1,M M   sao cho 

( )T t M‖ ‖ và
11

1
( ) ( ) ,

M
A T t

t








 ‖ ‖ với mọi [0, ]t b . 

(H2) Ánh xạ :[0, )g X X   PC  

thỏa mãn điều kiện Lipschitz sau 

(i) Hàm 1 :[0, ) [0, )a X    PC  thỏa 

mãn điều kiện. Tồn tại hằng số 1 0k  , sao cho với 

1 2,  PC   

 

   1 1 1 1 12 2

0

[ ( , , ) ( , , )] , [0, ].

t

a t s a t s ds k t b         
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(ii) Tồn tại hằng số 
1

1
2

   và 2 0k   sao 

cho với ,j j  PC , 1,2j  , sao cho hàm g  

nhận giá trị trong X   và thỏa mãn với mọi 

[0, ]t b
 

  
1 1 2 2 2 1 2 1 2( ) ( , , ) ( ) ( , , )A g t A g t k         

       ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ . 

Ngoài ra, đặt  

1 1 2
0 [0, ]

sup ( , ,0) , sup ( ) ( ,0,0)
s t b t b

k b a t s k A g t

   

  ‖ ‖ ‖ ‖

 và 
2 1(1 )k k k  . 

(H3) Ánh xạ :[0, )f X X   PC  

thỏa mãn điều kiện Lipschitz. 

(i) Với [0, ]t b , hàm 

2 :[0, ) [0, )a X    PC  thỏa mãn điều 

kiện sau. Tồn tại hằng số 1 0l  , sao cho với 

1 2,  PC , ta có        

 

0

2 2 2121 1[ ( , , ) ( , , )] .

t

a t s a t s ds l    

 

 (ii) Với [0, ]t b , tồn tại hằng số 2 0l   

sao cho với ,j j  PC , 1,2j 
 

  

 

1 1 2 2 2 1 2 1 2( , , ) ( , , )t t lf f        
     ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

. 

Ngoài ra, 
2 1: (1 )l l l  , 

21 2
0 [0, ]

sup ( , ,0) , sup ( ,0,0)
s t b t b

l b a t s l f t
   

 ‖ ‖ ‖ ‖

. 

(H4) Hàm ( )A g  liên tục bậc hai. Với mọi 

,j j  PC , 1,2j  , 

  

 

2

1 1 2 2lim ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) 0
t s

A g t A g s    


   E ‖ ‖

. 

(H5) Hàm 
0:[0, ) ( , )QF L Y X   thỏa mãn 

   

 0

2

0
( ) , [0, ]

Q

t

L
F s ds t b    ‖ ‖ . 

Với cơ sở trực chuẩn đủ { }n nu   trong Y , ta có 

 (C.1) 2

1/2

([0, ]; )
1

n L b X
n

FQ u




 ‖ ‖ . 

 (C.2) Với 
1/2

1

[0, ], | ( ) |n X

n

t b F t Q u




   

hội tụ đều. 

(H6) Hàm xung ( 1,2, )...iI i   thỏa mãn điều 

kiện Lipschitz sau đây. Tồn tại các số không âm 

( 1,2, )...id i   sao cho 

1 2 1 2( ) ( )i i iI I d     ‖ ‖ ‖ ‖  và 

(0) 0iI ‖ ‖ , với mọi 1 2,  PC  và 

1

i

i

d




  . 

Định lí sau đây chứng minh sự tồn tại và tính 

duy nhất nghiệm của hệ (1)-(3) nhờ vào các giả 

thiết trên. Đây là kết quả chính của bài báo này 

Định lí 2.2.2. Nếu các giả thiết (H1)-(H6) thỏa 

mãn với mọi , 0b PC , thì hệ (1)-(3) có 

nghiệm tích phân duy nhất trên [ , ]r b  với điều 

kiện

2 2

1

2

3 ( )

1. (7)
(1 )

i

i

M d

k



 




 

Ở đây ( ) .k A k ‖ ‖  

Chứng minh 

Xét tập 
2: ([ , ], ( , ))b r b L X   PC , đây là 

một không gian Banach các hàm liên tục từ 

[ , ]r b  vào 
2 ( , )L X với chuẩn  

2 2

[ , ]

sup ( ( ) )
b

s r b

s 
 

 E‖ ‖ ‖ ‖  và 0b   cố định. 

Bây giờ ta xét tập con đóng của b  được kí hiệu 

bởi ˆ { : ( ) ( ), [ ,0]b bx x r          với 

chuẩn 
2

b
‖ ‖ . Ta chuyển bài toán (1)-(3) thành bài 

toán điểm bất động. Định nghĩa toán tử 

ˆ ˆ: b b L  bởi 
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1 1
0 0 0

2
0 0

0

0

( )( ) ( )[ (0) (0, ,0)] ( , , ( , , ) ) ( ) ( , , ( , , ) )

( ) ( , , ( , , ) ) ( ) ( ( )), [0, ]

( ) ( ) ( ),

i

t t s

t s s

t s

s i i i

t t

t
H

Q

x t T t g g t x a t s x ds AT t s g s x a s x d ds

T t s f s x a s x d ds T t t I x t t b

T t s F s dB s





   

  

 

    

    

 

  

 



L

 

 

và ( )( ) ( ), [ ,0].x t t t r  L  Để chứng 

minh sự tồn tại nghiệm của bài toán (1)-(3) ta sẽ 

chứng minh toán tử L  có điểm bất động và để 

chứng minh tính duy nhất ta sử dụng định lí điểm 

bất động Banach. 

Trước tiên, chúng tôi chỉ ra rằng ( )( )t x tL  

là liên tục trên đoạn [0, b]. Thật vậy, lấy 

ˆ ,0bx t b    và 0    đủ nhỏ, ta có 

 

 

 

2 2

5
2

1

( )( ) ( )( ) 6 ( ( ) ( ))[ (0) (0, ,0)]

6 ( ) ( ) .j j

j

x t x t T t T t g

F t F t

   




     

  

E E

E

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

L L

 

Bằng cách sử dụng tính chất nửa nhóm, ta có 

 
2 2( ( ) ( ))[ (0) (0, ,0)] ( ( ) ( ) ( ))[ (0) (0, ,0 .)]T t T t g T t T T t g        E E‖ ‖ ‖ ‖  

Sử dụng giả thiết (H1) và tính liên tục mạnh của ( )T t , ta có 

  
222( ( ) ( ))[ (0) (0, ,0)] (0)2 (0, ,0)T t T t Mg g      E E‖ ‖ ‖ ‖ . 

Nhờ định lí hội tụ trội Lebesgue cùng với tính liên tục mạnh của ( )T t , ta có ngay 

 

   
2

0
lim ( ( ) ( ))[ (0) (0, ,0)] 0T t T t g


  


   E ‖ ‖ . 

Do toán tử ( )A   là bị chặn nên tử giả thiết (H4) ta có 
2

1 1
0

lim ( ) ( ) 0F t F t





  E ‖ ‖ . 

Tiếp theo, sử dụng giả thiết (H1), (H2) và bất đẳng thức Holder, ta có 

2

2 2( ) ( )F t F t E ‖ ‖

1 2

1
0 0

2 [( ( ) )( ) ( )( ) ( , , ( , , ) )]
t s

sT I A T t s A g s x a s x d ds 

       E ‖ ‖  

           
1 2

1
0

2 ( ) ( )( ) .( , , ( , , ) )
t s

s
t

A T t s A g s x a s x d


 

  


     E ‖ ‖  

Bây giờ ta sẽ đánh giá các thành phần trong vế phải của bất đẳng thức trên 

  

2
1

1
0

][( ( ) )( ) ( )( ) ( , , ( , , ) )
s

sT I A T t s A g s x a s x d ds 

          

   

2

12 2

2 1 2 1 22(1 )
( ) (1 )

( )
s

M
T I k k x k k k

t s









      

‖ ‖ ‖ ‖  

và   

2
1

1
0

( ) ( )( ) ( , , ( , , ) )
s

sA T t s A g s x a s x d 

        

   

2

1 2

2 1 2 1 22(1 )
(1 )

( )
s

M
k k x k k k

t s








      

‖ ‖ . 

 

Sử dụng định lí hội tụ trội Lebesgue và các bất 

đẳng thức trên cùng với tính liên tục mạnh của 
( )T t , ta có 

2

2 2( ) ( ) 0F t F t  E ‖ ‖  khi 
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| | 0.  Lí luận tương tự ta có 

3

2

3( ) ( ) 0F t F t  E ‖ ‖  khi | | 0.   

Sử dụng các giả thiết (H1), (H6) ta có: 

2

4 4( ) ( )F t F t E ‖ ‖
    

 
2 2

0

2 ( ( ) ) ( ) ( ( )) 2 ( ) .( ( ))
i i

i i i i i i

t t t t t

T I T t t I x t T t t I x t


  

    

      E E‖ ‖ ‖ ‖  

Mặt khác ta có: 
2

( ( ) ) ( ) ( ( ))i i iT I T t t I x t   2 2 2( ) ( )i iT I M d x t     ‖ ‖ ‖ ‖
 

và 
2

( ) ( ( ))i i iT t t I x t   2 2( )i iM d x t   ‖ ‖ .Vì vậy, ta có 4

2

4( ) ( ) 0F t F t  E ‖ ‖  khi 

| | 0.   

Hơn nữa, ta có 

 

2

5 5( ) ( )F t F t E ‖ ‖
0

2
t

 E ‖  
2[( ( ) ) ( )] ( ) ( )H

QT I T t s F s dB s   ‖
   

       

22 ( ) ( ) ( )
t

H

Q
t

T t s F s dB s





  E ‖ ‖
 

1 2: .N N   

Sử dụng Bổ đề 2.1.4 và (H1), ta có 

 

0

0

2 1 2

1
0

2 1 2 2

0

2 (2 1) [( ( ) ) ( )] ( )

2 (2 1) ( ( ) ) ( ) 0 khi | | 0.

Q

Q

t
H

L

t
H

L

N cH H t T I T t s F s ds

cH H t M T I F s ds



 





   

    





‖ ‖

‖ ‖

 

Từ đó, với mỗi s  cố định 0 0

2 2 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) .
Q QL L

T F s F s T F s M F s  ‖ ‖ ‖ ‖
 

Sử dụng Bổ đề 2.1.4 một lần nữa, ta nhận được        

 0

2 1 2 2

2 2 (2 1) ( ) 0 khi | | 0.
Q

t
H

Lt
N cH H M F s ds



 


    ‖ ‖  

Do đó 
0

5 5

2lim ( ) ( ) 0F t F t





  E ‖ ‖ . 

Các ước lượng trên dẫn đến 
2

0
lim ( )( ) ( )( ) 0x t x t





  E ‖ ‖L L . Cho nên, hàm ( )( )t x tL  là liên 

tục trên đoạn [0, b]. 

Tiếp theo, chúng tôi chứng minh ánh xạ L  nén trên 
1

ˆ
b  với 1b b . Để làm điều này, giả sử 

1

ˆ, bx y  và 

với [0, ]t b  cố định. Sử dụng các bất đẳng thức cơ bản, ta có 

2( )( ) ( )( )x t y tE ‖ ‖L L
 

2
2

1 1
0 0

1
( , , ( , , ) ) ( , , ( , , ) )

t t

t s t sA A g t x a t s x ds g t y a t s y ds
k

   (- ) ‖ (- ) ‖
       

1 2

1 1
0 0 0

3
( ) ( , , ( , , ) ) ( , , ( , , ) )

1

t s s

s sA T t s A g s x a s x d g s y a s y d ds
k

 

        
     ‖ (- ) (- ) ‖  

2

2 2
0 0 0

3
( ) ( , , ( , , ) ) ( , , ( , , ) )

1

t s s

s sT t s f s x a s x d f s y a s y d ds
k

       
     ‖ ‖  

2

0

.
3

( ) ( ( )) ( ( ))
1

i

i i i i i

t t

T t t I x t I y t
k

 

 

    
‖ ‖  

Sử dụng bất đẳng thức Holder và tính Lipschitz của ( )A g , f , ., 1, ..2,iI i  , ta có 



N.N.Quan/ No.21_Jun 2021|p.52-62 

 

2( )( ) ( )( )x t y tE ‖ ‖L L  

2 1
2 2 2

1
0

3

1 2 1

t

t t s s

t
k x y M k x y ds

k










 
    

  
E E‖ ‖ ‖ ‖  

           

2

2 2 2

0
1

3 3
.

1 1

t

s s i

i

tM l x y ds M d
k k





 
    

   
 E ‖ ‖  

Do đó, ta có
2

[ , ]
lim ( )( ) ( )( )

s r t
x s y s

 
E ‖ ‖L L 2

[ , ]

( ) sup ( ) ( )
s r t

t x s y s
 

 E ‖ ‖ , 

với 

22 2 2 2 2
1 2 2

1

3 3 3
( )

(1 )(2 1) 1 1
i

i

M k M l M
t k t t d

k k k

 







 
     

     
 . 

Nhờ (7), ta có 

2

2
22

1

2
1

3
3

(0) 1
1 (1 )

i

i

i

i

M d
M

k d
k k










 
 

       
  


 . 

Do đó tồn tại 10 b b   sao cho 

10 ( ) 1b   và toán tử L  là nén trên 
1

ˆ
b . Vì 

vậy nó có duy nhất một điểm bất động trên đoạn 

1[0, ]b , đó chính là nghiệm tích phân của bài toán 

(1) – (3). Rõ ràng, nghiệm này có thể được tiếp tục 

kéo dài trong các khoảng thời gian liên tiếp và quá 

trình này có thể được lặp lại trong toàn bộ khoảng 

[−r, b] sau hữu hạn bước tương tự. Định lí được 

chứng minh. 

3. Kết luận 

Trong bài báo này chúng tôi sử dụng các kiến 

thức liên quan đến lí thuyết phương trình vi phân 

ngẫu nhiên, chuyển động Brown bậc phân số, lí 

thuyết nửa nhóm… và nguyên lí điểm bất động để 

thu được một kết quả mới về tính giải được và tính 

duy nhất nghiệm đối với lớp phương trình vi tích 

phân ngẫu nhiên trung tính có xung và chuyển động 

Brown bậc phân số chứa trễ hữu hạn, Định lí 2.2.2. 
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