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 Với mục đích cung cấp một số dạng toán về phương trình vi phân - tích 
phân cũng như giúp các em học sinh đạt kết quả cao trong các kỳ thi như 
THPT Quốc gia, thi học sinh giỏi, Olympic, tác giả đã đề cập đến cách sử 
dụng phương pháp đồng dạng để tìm hàm số trong bài toán về phương trình 
hàm vi phân - tích phân. Từ đó giúp hình thành phương pháp giải hiệu quả 
cho học sinh khi gặp các dạng toán này. Các bài tập toán này được chúng 
tôi sưu tầm và tổng hợp từ một số tài liệu và một số cuộc thi trong những 
năm gần đây, tác giả đã bổ sung và hình thành những phương pháp chung 
hỗ trợ cho các em học sinh ở các chuyên đề khác nhau trong quá trình học 
tập và tìm hiểu. Vì vậy, các em hoàn toàn có thể tự thiết kế các bài tập 
tương tự..  

 

Từ khóa: 

Nguyên hàm, tích phân, 

phương trình vi - tích phân, 

đồng nhất, học sinh - sinh viên. 

 

 

 I. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Vi phân và tích phân là một trong những chủ đề 
hay và khó trong chương trình giải tích của Trung học 
phổ thông và Đại học, đặc biệt là phần vận dụng và vận 
dụng cao trong các kì thi Trung học phổ thông Quốc 
gia, học sinh giỏi và Olympic học sinh - sinh viên. 

Về phương trình hàm liên quan đến vi phân, tích 
phân đã có các giáo trình giảng dạy của ngành toán 
các trường Đại học và cả ở bậc Trung học phổ thông, 
đã có đầy đủ lý thuyết, bài tập thực hành bao gồm: Vi 
phân, tích phân, phương trình vi – tích phân cơ bản. 
Tuy nhiên, những năm gần đây, trong các kì thi của 
học sinh và sinh viên đa số phần này các em đều làm 
chưa tốt, trong bài viết này, tác giả tập trung khai thác 
một dạng toán tìm hàm số trong phương trình hàm vi-
tích phân, giúp cho học sinh và sinh viên nhận dạng 
và giải quyết tốt những dạng toán này trong các kì thi 
và giúp người học chủ động xây dựng được hệ thống 
bài tập trong học tập và nghiên cứu. Các dạng toán 

phức tạp hơn tác giả sẽ giới thiệu trong các chuyên đề 
tiếp theo. 

II. NỘI DUNG NGHIÊN CỨU 

* Kiến thức chuẩn bị 

2.1. Nguyên hàm [3] 

2.1.1. Định nghĩa. Cho hàm số f x  xác định 

trên khoảng K  K  là một khoảng, một đoạn, hoặc 

nửa khoảng của . Hàm số F x  được gọi là 

nguyên hàm của hàm số f x  trên K nếu 

' ,  F x f x x K   . 

2.1.2. Định lí. Nếu F x  là một nguyên hàm của 

hàm số f x  trên K  thì với mỗi hằng số C , hàm  

số G x F x C   cũng là một nguyên hàm 

của hàm số f x  trên K. 
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Đảo lại, nếu F x  là một nguyên hàm của hàm 

số f x  trên K  thì mọi nguyên hàm của f x  trên 

K  đều có dạng F x C , với C  là hằng số tùy ý. 

Họ nguyên hàm của f x  kí hiệu: 

. 

Hệ quả. Nếu biết 
. 

2.1.3. Các phương pháp tính nguyên hàm. 
Ngoài phương pháp dùng bảng nguyên hàm cơ bản, 
ta còn có các phương pháp sau: 

a. Phương pháp đổi biến số: 

Định lí. Hàm số u u x  có đạo hàm liên tục  

trên K và hàm số f u   liên tục sao cho f u x    

xác định trên K . Khi đó nếu F  là một nguyên hàm 
của f, tức là:  

 thì 

. 

b. Phương pháp tính nguyên hàm từng phần: 

Nếu u u x  và v v x  có đạo hàm liên tục 

trên ;a b  thì: 

' 'u x v x dx u x v x v x u x dx  
. 

Hay viết gọn lại là: udv uv vdu   . 

2.2. Tích phân [4] 

2.2.1. Định nghĩa. Cho hàm số f x  liên tục 

trên đoạn ;a b . Giả sử F x  là một nguyên hàm 

của hàm số f x  trên đoạn ;a b , hiệu số 

F b F a  được gọi là tích phân từ a đến b 

hay  tích phân xác định trên đoạn ;a b  của 

hàm số f x . 

Kí hiệu: 
b

a

f x dx .  

Khi đó ta có : 
b

b

a
a

f x dx F x F b F a   . 

Hệ quả.   

1) 0
a

a

f x dx  ;     

2)
b a

a b

f x dx f x dx   . 

3) Nếu 0
b

a

f x dx  thì 0f x  , với a b . 

4) Ta có: 

 ...
b b b

a a a

f x dx f u du f t dt      

2.2.2. Các phương pháp tính tích phân. Ngoài 

phương pháp dùng bảng nguyên hàm cơ bản, ta còn 
có các phương pháp sau [5]: 

+ Phương pháp đổi biến số: 

Định lí. Nếu hàm số u u x  có đạo hàm liên 

tục trên K, hàm số y f u  liên tục và hàm hợp 

f u x    xác định trên K, ,a b K , ta có: 

'
u bb

a u a

f u x u x dx f u du     . 

+ Phương pháp tính tích phân từng phần: 

Định lí. Nếu ,  u u x v v x   là các hàm 

số có đạo hàm liên tục trên ;a b  thì: 

' '
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx     

. Hay viết gọn lại là: 
b b

b

a
a a

udv uv vdu   . 

2.3. Một số bất đẳng thức tích phân [5] 

2.3.1. Định lí 1. Cho hàm liên tục 

: , f a b . Nếu 0, ,f x x a b    thì: 

0
b

a

f x dx  , dấu bằng khi 

f x 0, x a;b   . 

Hệ quả 1. Cho hàm liên tục : , f a b  thì 

2
0

b
n

a

f x dx    , dấu bằng xảy ra khi 0,f x   

với mọi ;x a b . 

Hệ quả 2. Cho hai hàm liên tục : , f a b  

và : ,g a b  .  

Nếu , ,f x g x x a b    thì 

b b

a a

f x dx g x dx  . 
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2.3.2. Bất đẳng thức giữa trung bình cộng và 
trung bình nhân AM-GM (Inequality Arithmetic 

and Geometric Means). Cho n  số thực không âm 

1 2, ,..., na a a , ta có:  

1 2
1 2

...
...n n

n

a a a
a a a

n

  
 . Dấu bằng xảy ra 

khi 1 2 ... na a a   . 

2.3.3. Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz: Cho 

,  : ;f g a b   là các hàm khả tích trên ;a b . 

Ta có: 
2

2 2. .
b b b

a a a

f x dx g x dx f x g x dx
 

  
 

   , 

dấu bằng khi , 0f x kg x k  . 

III. MỘT SỐ DẠNG TOÁN TÌM NGHIỆM 
CỦA PHƯƠNG TRÌNH HÀM VI - TÍCH PHÂN 
BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐỒNG NHẤT  

Trong nhiều chủ đề về phương trình hàm vi-tích 

phân, có một dạng toán thường gặp là: Biết một số 
giả thiết về giá trị hàm tại một điểm và biết một số 
đẳng thức về vi, tích phân của nó. Ta cần xác định 
hàm hoặc một số yếu tố liên quan đến hàm. Trong 
bài báo này, do khuôn khổ có hạn nên tác giả làm rõ 
một số dạng toán này từ nhận dạng, phân tích dẫn 
đến phương pháp chung để tìm hàm bằng phương 
pháp đồng nhất đa thức, đồng thời bạn đọc có thể 
chủ động xây dựng được hệ thống bài tập tương tự. 
Còn nhiều dạng toán liên quan khác, tác giả sẽ đề 
cập trong những bài viết tiếp theo. 

3.1. Dạng toán 1. Tìm hàm f x  bằng đồng 

nhất nhị thức 

Giả thiết bài toán có hai đẳng thức tích phân, 

chẳng hạn ,  và một 

số giá trị hàm tại một điểm. Tìm f x  hoặc những 

biểu thức, phép toán liên quan đến f x . 

Phương pháp. Tùy theo giả thiết ta đồng nhất nhị 
thức bằng các biểu thức thích hợp. Chẳng hạn với hai 
giả thiết ở trên có thể gợi ý đồng nhất 

22 3' 0f x ax     để tìm f x . 

Ví dụ 1.  Tìm hàm f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 , biết rằng 1 0f  , 
1

2

0

' 7f x dx   và 

1
2

0

1

3
x f x dx   [2].  

Phân tích. Ta thấy biểu thức dưới dấu tích phân 
có chứa 2'f x , do đó để sử dụng giả thiết này ta 

cần làm xuất hiện 'f x . Như  vậy phải xuất phát 

từ giả thiết 
1

2

0

1

3
x f x dx   sử dụng phương 

pháp từng phần để có 'f x . Sau đó từ các giả thiết 

đã có tiếp tục đánh giá để tìm hàm f x . 

Giải. Trong tích phân: 
1

2

0

I x f x dx  .  

Đặt 3
2

'

3

du f x dx
f x u

x
x dx dv v

    
   

.  

Ta được: 
1 13

3

00

1
'

3 3

x
I f x x f x dx  

1
3

0

1 1 1
1

3 3 3
f x f x dx  

1
3

0

' 1x f x dx  
. 

Như vậy: 
1

3

0

' 1x f x dx    và 
1

2

0

' 7f x dx  .  

Xét đồng nhất: 
23 2 3 2 6' 0 ' 2 ' 0f x ax f x ax f x a x       

 

Theo giả thiết ta có: 
1 1 1 1

23 2 3 2 6

0 0 0 0

' ' 2 '  f x ax dx f x dx a x f x dx a x dx        
2

7 2
7

a
a   . 

Ta cần tìm a  sao cho:  

1 2
23

0

' 0 7 2 0 7
7

a
f x ax dx a a         

 

Vậy 
1

23 3

0

' 7 0 ' 7 , 0;1f x x dx f x x x        
47

4
f x x C    . 

Thay 1 0f 
 

ta được 7

4
C  . Vậy 

47 7

4 4
f x x   .  

Ví dụ 2. Tìm hàm số f x  liên tục trên 1;4 , 
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thỏa mãn: 

5
1 1,  4 3ln 1

2
f f   , 

4

1

' 9

1 10

f x
dx

x


  và 

4
2

1

5 27
' 9ln

2 10
xf x dx    [2]. 

Phân tích. Về loại toán khá giống với ví dụ 1, 
tuy nhiên có độ phức tạp hơn và biểu thức đồng 
nhất cũng cần nhìn nhận sâu sắc hơn để  tìm mối 
liên hệ giữa các biểu thức. 

Giải. Giả thiết:  

. 

Ta cũng có:  
4

4

1
1

5
' 4 1 3ln

2
f x dx f x f f     

  
4 4

1 1

' ' 5 9
' 3ln

1 1 2 10

xf x f x
dx f x dx

x x

 
       
  .  

Hay 
4

1

5 9
' . 3ln

1 2 10

x
x f x dx

x
 

 . Dẫn đến 

xét đồng nhất: 
2

' 0
1

a x
x f x

x

 
   

2
2

2

'
' 2 0

1 1

xf x a x
xf x a

x x
   

 


4 4 4
2 2

2
1 1 1

'
' 2 0

1 1

xf x x
xf x dx a dx a dx

x x
  

     

2
3 0 3     a a 3

'
1

 

x

x f x
x

3
'

1
 


f x

x
 . 

Thay .  

Vậy 3ln 1 1 3ln2f x x    .  

Nhận xét. Trong hai ví dụ trên ta thấy, để tìm 
hàm f x  ta cần xử lí giả thiết, sau đó tìm biểu 

thức đồng nhất thích hợp. Đây là tư tưởng cho 
hàng loạt dạng toán như trên. Tuy nhiên, có những 
bài cần bổ sung tham số khi tích phân từng phần, 
hoặc tìm biểu thức đồng nhất thích hợp hơn. Các 
bài tập tự luyện ở phần sau, người học có thể tự 
đưa ra hệ thống bài tập tương tự. 

Ví dụ 3. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 . Biết rằng: 

1 0f  , 
1

2

0

3
' 2ln 2

2
f x dx     và  

1

2
0

3
2ln 2

21

f x
dx

x
 

  [2]. 

Phân tích. Dạng toán tương tự ví dụ trên, 

nhưng khi tích phân từng phần 
1

2
0 1

f x
dx

x   sẽ 

xuất hiện giá trị 0f  chưa biết. Ta cần khử 

0f  trong quá trình tìm f x .  

Giải. Trong tích phân 
1

2
0 1

f x
I dx

x


 , 

đặt
2

1

1

f x u

dx dv
x

 

  

'

1

1

du f x dx

v
x

 
  

 

.  

Nhận được: 

 
1 1

00

'

1 1

f x f x
I dx

x x


 

 
1

0

1 '
0

2 1

f f x
f dx

x
   


.  

Như vậy sẽ còn 0f  chưa biết. Để tìm 

0f , ta đưa vào tham số như sau:  

Đặt: 
2

1

1

f x u

dx dv
x

 

  

'

1

1

du f x dx

v k
x

 
  

  

.  

Khi đó: 
11 1

2
0 00

1 1
'

1 11

f x
dx k f x k f x dx

x xx

                
 

1

0

1 1
1 1 0 '

2 1
k f k f k f x dx

x
                

1

0

1
1 0 '

1
k f k f x dx

x
         . Chọn k  

sao cho 1 0 1k k    .  

Ta được:  

1 1

2
0 0

3 3
2ln 2 ' 2ln 2

2 1 21

f x x
dx f x dx

xx
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Từ gợi ý biểu thức dưới dấu tích phân, ta sẽ dùng 
đồng nhất: 

2 2
2 '

' 0 ' 2 0
1 1 1

xf xx ax
f x a f x a

x x x
               
 

2 21 1
2

0 0

'
' ' 2  

1 1 1

xf xx ax
f x a dx f x a dx

x x x

                  
 

 

 
21 1 1

2

0 0 0

'
' 2

1 1

xf x ax
f x dx a dx dx

x x
          . 

Ta có: 
1

2

0

3
' 2ln 2

2
f x dx    (giả thiết); 

1

0

' 3
2 2 2ln 2

1 2

xf x
a dx a

x
       (đã tính ở trên); 

2
2 21 1 1

2 2 2
2

0 0 0

1 2 1 3
1 1 2ln 2

1 1 1 21

ax
dx a dx a dx a

x x x x

                           
  

. 

Do đó:  
21

2

0

3 3 3
' 2ln 2 2 2ln 2 2ln 2

1 2 2 2

x
f x a dx a a

x
                    

 

Để 
21

2

0

3 3 3
' 0 2ln 2 2 2ln 2 2ln 2 0 1

1 2 2 2

x
f x a dx a a a

x
                         

 

Vậy: 
1

' 1 ln 1
1 1 1

x x
f x f x dx dx x x C

x x x
              

 

Thay 1 0 ln 2 1f C      

ln 1 ln 2 1f x x x     .  

Ví dụ 4. Tìm hàm số y f x  liên tục trên 

1;1 , thỏa mãn: 

 1 0f 
 
và  

2 2'  4 8 16 8,  1;1       f x f x x x x
 

[2]. 

Phân tích. Với các giả thiết đã cho, ta thấy vẫn 
cần tìm biểu thức  để đồng nhất. Tuy nhiên 

còn thiếu . Do đó ta cần một tham số để 

khử . 

Giải. Xét 
1

1

2I f x dx


  .  

Đặt '

2 2

f x u du f x dx

dx dv v x k

    
    

, khi đó: 

1
1

1
1

2 2 'I x k f x x k f x dx




   
1

1

2 1 2 'k f x k f x dx


      . 

Chọn 2k   ta được  
1 1

1 1

2 2 2 'I f x dx x f x dx
 

     . 

Từ giả thiết: 
2 2'  4 8 16 8, 1;1       f x f x x x x  

 
1 1 1

2 2

1 1 1

'  2 2  8 16 8f x dx f x dx x x dx
  

       
 

1 1 1
2 2

1 1 1

'  2 2 2 '  8 16 8f x dx x f x dx x x dx
  

         

1 1 1
2 2 2

1 1 1

' 2 +2 2 2 8 16 8 0f x x dx x dx x x dx
  

            
. 

Do đó 

 2' 2 2 2f x x f x x x C      . Thay 

1 0 3f C    . 

Vậy 2 2 3f x x x   .  

Nhận xét. Qua hai ví dụ trên, ta thấy rõ phương 
pháp xử lí dạng toán đồng nhất nhị thức, có thể 
cần đưa vào tham số trong tích phân từng phần 
khi còn giá trị hàm số chưa biết. Người học có thể 
dựa vào dạng toán và phương pháp trên tự xây 
dựng được hệ thống bài tập trong quá trình học 
tập và nghiên cứu.  

3.2. Dạng toán 2. Tìm hàm f x  bằng đồng 

nhất tam thức 

Bài toán được xét tương tự các dạng trên, nhưng 
số lượng đẳng thức nhiều hơn, chẳng hạn có các giả 
thiết: 

,  
b b

a a

f x dx M xf x dx N   , 

2
b

a

f x dx P . Tìm f x  hoặc những biểu thức, 

phép toán liên quan đến f x . 

Phương pháp. Từ số lượng giả thiết gợi ý liên 
kết với tam thức (hoặc hơn nữa) tùy theo số lượng 
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giả thiết, chẳng hạn như ba giả thiết trên gợi ý liên 

kết tam thức 2
    f x ax b . 

Ví dụ 5. Tìm hàm số f x  liên tục trên 0;1 , 

thỏa mãn: 

1 1

0 0

1f x dx xf x dx    và 
1

2

0

4f x dx   

[1]. 

Phân tích. Từ các giả thiết ta thấy các biểu thức 
tích phân cùng cận và các biểu thức dưới dấu tích 
phân chứa 2 ,  ,  f x xf x f x  nên để đồng 

nhất, gợi ý xuất phát từ tổng ba số bình phương. 

Giải. Xét đồng nhất:  
2 2 2 2 2 20 ' 2 2 2 0f x ax b f x axf x bf x a x abx b x            

. 


1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0

2 2 2 0f x dx a xf x dx b f x dx a x bx b dx        
 

2
24 2 0

3

a
a b ab b       . Ta cần tìm 

 sao cho: 

      
1

2

0

0f x ax b dx      ,  

hay 
2

24 2 0
3

a
a b ab b       

2 23 6 3 6 12 0a b a b b       . Từ đây 

tìm được 2; 6b a   .  

Vậy từ  
1

2

0

6 2 0 6 2, 0;1f x x dx f x x x          
.  

Ví dụ 6. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 . Biết rằng: 

1 4 0 4ef f   và  

1 1
2 2 2

0 0

8
'  4

3
x xe f x f x dx e f x dx       [1]. 

Phân tích. Từ giả thiết ta thấy chỉ có một đẳng 
thức đối với tích phân. Ta cần xem xét kĩ để làm 
gọn biểu thức và đưa về dạng đã biết. 

Giải.  Xét 

1 1
2 2 2

0 0

8
'  4

3
x xI e f x f x dx e f x dx      

. Đặt  xu x e f x , khi đó: 

' ' x xu e f x e f x ' 'xe f x u u   , 

với . 

Như vậy: 
1 1

2 2 2

0 0

8
' 4 ' 2 ' 4

3
I u u u u dx u uu u dx             
. 

Ta có: 

11 2

0 0

15
'

2 2

u
uu dx   ; 

1 1 1
1

0
0 0 0

' 4 'udx xu xu dx xu dx      ,  

thay vào trên được: 
1

2

0

8
' 4 '

3
I u xu dx     . Dùng đồng nhất 

1
2

0

' 2 0   u x a dx  tìm được 2a    

Do đó . Theo cách đặt suy ra 

' 2 2x xe f x e f x x    

'
2 2xe f x x      

22 2 2xe f x x dx x x C      . 

Thay . 

Vậy 
2

22 1
1 x

x

x x
f x x e

e
 

   . 

Nhận xét. Qua hai ví dụ trên ta thấy, hướng xử 
lí bài toán có phần phức tạp hơn, đòi hỏi phải phát 
hiện được mối quan hệ từ các giả thiết dẫn đến xác 
định biểu thức đồng nhất.  

3.3. Dạng toán 3. Tìm f x  khi biết một bất 

đẳng thức tích phân đối với f x  

Trong bài báo này tác giả chỉ đề cập dạng tìm 
hàm bằng cách dùng một số bất đẳng thức cơ bản. 
Nội dung đầy đủ về bất đẳng thức tích phân sẽ được 
trình bày trong một chuyên đề khác. 

Dạng 3.1. Sử dụng tính chất:  2 0
b

n

a

f x dx  , 

dấu bằng khi 0, ;  f x x a b . 
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Ví dụ 7. Tìm hàm số y f x  nhận giá trị dương 

và có đạo hàm liên tục trên 0,1 , thỏa mãn: 

1 0f ef e   và 
21

0

'
1

f x
dx

f x

 
 

 
  [1]. 

Phân tích. Từ giả thiết ta thấy sẽ tồn tại một 
hằng số m  sao cho có đẳng thức xảy ra. Để tìm 
m , ta dùng phương pháp đồng nhất. Lời giải như 
sau: 

Giải. Xét:  

21

0

'
0

f x
m dx

f x

 
  

 


21
2

0

' '
2 . 0

f x f x
m m dx

f x f x

  
     
   
  

21 1
2

0 0

' '
2 .  

f x f x
dx m m dx

f x f x

   
     

   
  . 

Ta có:    

22 m m . 

Do  

21
22

0

'
1 2 1 1 0 1

f x
dx m m m m

f x

 
         

 

 

Vậy 
2

1

0

'
1

 
 

 


f x
dx

f x
2

1

0

' '
1 0 1

 
       

 
 xf x f x

dx f x ke
f x f x

.  

Vì 1 0f ef e   nên 1 xk f x e   . 

Nhận xét. Việc đưa vào tham số để bất đẳng 
thức xảy ra dấu bằng thường được dùng trong 
những bất đẳng thức đơn giản. Đối với những bài 
phức tạp hơn, ta có thể xử lí bằng các bất đẳng 
thức cơ bản (xét ở các dạng sau), hoặc đưa về các 
hằng đẳng thức. 

Ví dụ 8. Tìm hàm số f x  có đạo hàm dương 

liên tục trên 0;1 . Biết rằng: 

1 0 1f f   và 

1 1
2

0 0

' 3 2 2 6 ' .f x f x dx f x f x dx       [1]. 

Phân tích. Ta thấy trong bất đẳng thức đã cho 

có chứa biểu thức bậc hai của f x , ta sẽ đưa về 

hằng đẳng thức để đánh giá dấu bằng. 

Giải. Ta biến đổi giả thiết như sau: 
1 1

2

0 0

' 3 2 2 6 ' .f x f x dx f x f x dx    
 

1
2

0

' 3 2 2 6 ' . 0f x f x f x f x dx     
 

1 12

0 0

3 ' . 2 2 ' 0f x f x dx x f x dx     
 

2 2
3 ' . 2 0 '

3
f x f x f x f x    

 

2 32 1 2
'

3 3 3
f x f x dx dx f x x C     

. 

Ta có: 3 30 ; 1 2f C f C   . Thay vào giả 

thiết 1 0 1f f   ta được:  

2 21
1

9
C    

3
2 21

2 1
9

f x x    . 

Dạng 3.2. Dùng bất đẳng thức giữa trung bình 
cộng và trung bình nhân AM-GM (Inequality 

Arithmetic and Geometric Means) 

Ví dụ 9. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 . Biết rằng: 

1 0f ef  và 
1 1

2
2

0 0

' 2
dx

f x dx
f x

   .  [1] 

Phân tích. Bất đẳng thức đã cho có dạng 

nghịch đảo, điều đó gợi ý cho ta dùng bất đẳng 
thức AM-GM, mục đích tìm ra bất đẳng thức 
ngược chiều với giả thiết. 

Giải. Theo bất đẳng thức AM-GM ta có: 

1 1 1
2 2

2 2
0 0 0

1
' '

dx
f x dx f x dx

f x f x
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1
1

0
0

' 1
2 2ln 2ln 2ln 2

0

f x f
dx f x e

f x f
    
. 

Do giả thiết:  
1 1

2
2

0 0

1
' 2 ' ' 1

dx
f x dx f x f x f x

f x f x
      

 
21 1

0 0

' d 2 2
2

f x
f x f x dx x x x C f x x C        

 

 

Vì 1 0f ef  nên 

2 2

1 2
2

1 1
C f x x

e e
   

 
. 

Dạng 3.3. Sử dụng Bất đẳng thức Cauchy-
Schawarz 

Ví dụ 10. Tìm hàm f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 . Biết rằng: 

1 0f  , 
1

2

0

' 7f x dx   và 
1

2

0

1

3
x f x dx    [1]. 

Phân tích. Bài toán này phần trên chúng ta đã 
dùng phương pháp đồng nhất. Tuy nhiên, nếu 
đánh giá và sử dụng bất đẳng hợp lí sẽ có lời giải 
hay và ngắn gọn hơn. 

Giải. Tích phân từng phần 
1

2

0

1

3
x f x dx   ta 

được: 

. 

Mặt khác, dùng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz 

ta có: 

. 

Từ đó phải có đẳng thức xảy ra, tức là 
3'f x kx . Thay vào trên tìm được 7k   . 

Vậy 3 7
' 7 , 0;1

4
f x x x f x x C        . 

Thay 47 7 7
1 0

4 4 4
f C f x x       . 

Nhận xét. Trong thực tế, việc tìm bất đẳng thức 
ngược chiều với giả thiết khá phổ biến. Để làm 
được điều đó, chúng ta cần có những đánh giá 
thích hợp nhờ các bất đẳng thức cơ bản. Những 
bài toán tương tự trong phần bài tập tự luyện. 
Trong các ví dụ trên, mới chỉ lấy một ví dụ minh 
họa, các bài tập tương tự sẽ cho trong phần tự 
luyện tập. 

Riêng phần bất đẳng thức tích phân, tác giả sẽ đi 
sâu và đầy đủ trong một chuyên đề khác. Trong bài 
báo này, tác giải chỉ dừng lại ở việc tìm hàm số bằng 
bất đẳng thức cơ bản. 

Sau đây là các bài tập tự luyện. Người đọc cần 
nhận dạng và sử dụng phương pháp thích hợp như 
các ví dụ mẫu ở trên. Sau đó các bạn thử xây dựng 
mỗi dạng toán một số bài xem còn mắc ở bước nào, 
vì các bạn vẫn cần một số phép thử đặc biệt thì mới 
được một bài toán đẹp. 

Bài tập tự luyện [1], [2], [4]. 

Bài 1. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 , thỏa mãn: 

1 1,f   
1

5

0

11

78
x f x dx   và 

1

0

4
'

13
    f x d f x . 

Hướng dẫn: Đồng nhất 0 . 

Kết quả 62 5

7 7
f x x  . 

Bài 2.  Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 , thỏa mãn: 

1 1f  ,   
1

0

4
 

15
xf x dx   và 

1
2

0

49
'

45
f x dx  .  

Hướng dẫn. Đồng nhất 22' 0f x ax    . 

Kết quả: 37 2

9 9
 f x x . 

Bài 3. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 , thỏa mãn: 

1 1f  ,   
1

0

2
 

5
f x dx   và 

1
2

0

9
'

5
f x dx  .  
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Hướng dẫn. Đồng nhất 
22' 0f x ax    . Kết 

quả: 3f x x . 

Bài 4. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 , thỏa mãn: 

1 0f  , và 

.  

Hướng dẫn. Đồng nhất 
2

' 0   
xf x axe .  Kết quả:   x xf x xe e . 

Bài 5. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0;1 , thỏa mãn: 

0 1 0f f  , 
1

2

0

1

2
f x dx   và 

1

0

' cos
2

f x xdx  . Tìm f x . 

Hướng dẫn. Đồng nhất 
2

sin 0    f x a x . 

Kết quả: sinf x x . 

Bài  6. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên , thỏa mãn: 

0
2

f    
 

, 2

2

'
4

f x dx 
 và 

2

cos
4

xf x dx  .  

Hướng dẫn. Đồng nhất 
2

' sin 0    f x a x . 

Kết quả: cosf x x . 

Bài 7. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 1;2 , thỏa mãn: 

2 0f  , 
2

2

1

1
1

3
x f x dx    và 

2
2

1

' 7f x dx  . 

Hướng dẫn. Đồng nhất 
23

' 1 0f x a x     . 

47 7
1

4 4
  f x x . 

Bài 8. Tìm hàm số f x  liên tục trên 1;1 , 

thỏa mãn: 

1 0f   ,  
1

2

1

16
 

3
x f x dx



  và 
1

2

1

' 112f x dx


 . 

Hướng dẫn. Đồng nhất  
2

3' 1 0f x a x     . Kết quả: 

47 35
7

4 4
   f x x x . 

Bài 9. Tìm hàm số f x  có đạo hàm liên tục 

trên 1;2 , đồng biến trên 1;2  thỏa mãn: 

 và 

.  

Hướng dẫn. Đồng nhất 
2

' 0f x a     . Kết 

quả 2 2f x x  . 

Bài 10. Tìm hàm số f x  liên tục trên 1;4 , 

thỏa mãn: 

1 1,  4 8f f     và  

2 3 3' 9 3 ,  1;4f x x f x x x x x      . 

Hướng dẫn. Từ giả thiết ta có: 

2

3

1 3
' 9

f x
f x

x xx
    . 

 

Dùng tích phân từng phần tính 4

3
1

f x
dx

x
 . 

 Đặt 

3

'

2

f x u du f x dx

dx
dv v k

xx

   
      



, ta được: 

4 4
4

13
1 1

2 2
'

f x
dx k f x k f x dx

x xx

           
    

4

1

1
7 6 2 '

2

k
k f x dx

x

     
  . 

Thay vào trên ta được:  
4 4

2

1 1

1
' 7 6 2 ' 21 2ln 2

2

k
f x dx k f x dx

x

       
  

 

 

Chọn 6k   thì 
24

1

1 6
' 0

2
f x dx

x

      
  

 , 
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hay 
1

' 3 2 3f x f x x x
x

     . 

Bài 11. Tìm hàm số f x  liên tục trên 0;1 , 

thỏa mãn: 
1

2

0

5f x dx   và 
1 1

0 0

1xf x dx x f x dx   . 

Tìm f x . 

Hướng dẫn. Đồng nhất 
2

0f x ax b x     . Kết quả 

15 -15f x x x .  

Bài 12. Tìm hàm f x  liên tục trên , 

biết: 0 0f  , 
1

2

0

1

12
f x dx   và 

1

2
2

0

1
'

6
f x dx  .  

Hướng dẫn. Trong 

1

2

0

1

12
f x dx  , đặt 

'f x u du f x dx

dx dv v x k

    
    

, chọn được 
1

2
k   . 

Đồng nhất 2
' 2 1 0 1f x a x a         . 

Kết quả: 2f x x x  . 

Bài 13. Tìm hàm f x  liên tục trên , 

biết: 0 0f  , 
2

2

0

2
'

3
f x dx   và 

2

0

4

3
f x dx   .  

Hướng dẫn. Trong 
2

0

2

3
f x dx  , đặt 

'f x u du f x dx

dx dv v x k

    
    

, chọn được 2k   . 

Xét đồng nhất 
2 1

' 2 0
2

f x a x a         . Kết quả 

21

4
f x x x  . 

Bài 14. Tìm hàm f x  liên tục trên , biết: 

0 0f  , 
2

2

0

2
'

3
f x dx   và 

2

0

2

3
f x dx  . 

Hướng dẫn. Trong 
2

0

2

3
f x dx  , đặt 

'f x u du f x dx

dx dv v x k

    
    

, chọn được 

2k   . 

Xét đồng 

nhất: 2 1
' 2 0

2
f x a x a        .  

Kết quả: 21
2 1

4
f x x   . 

Bài 15. . Tìm hàm f x  liên tục trên , biết 

0 1f  , 

1

2
2

0

1
'

6
f x dx   và 

1

2

0

5

12
f x dx  .  

Hướng dẫn. Trong 

1

2

0

1

6
f x dx  , đặt 

'f x u du f x dx

dx dv v x k

    
    

, chọn được 

1

2
k   . 

Xét đồng nhất: 
2

' 2 1 0 1f x a x a         . Kết quả: 

2 1f x x x   . 

Bài 16. Tìm hàm số 0f x , có đạo hàm 

' 0f x  , liên tục trên 0,1  thỏa mãn: 

0 1f   và 

1 1
3 3 2

0 0

4 ' 3 'f x f x dx f x f x dx     . 

Hướng dẫn. Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho 

ba số dương ta có: 

23 'f x f x 
1 1

3 3 2

0 0

4 ' 3 'f x f x dx f x f x dx     .  

Kết hợp giả thiết ta có:  

 

Bài 17. Tìm hàm số 0f x , có đạo hàm 

' 0f x  , liên tục trên 0,1  thỏa mãn: 

20 1, 1f f e   và 
1

0

'
1

xf x
dx

f x
 . Tìm f x . 
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Hướng dẫn. Cần chỉ ra 
1

0

'
1

xf x
dx

f x
 . Ta có: 

' '
.

xf x f x
x

f x f x
 .  

Xét đồng nhất: 
' '

. .
f x f x

x ax b
f x f x

  . Ta 

có: 

' '
2 . , 0, 0;1

f x xf x
mx m m x

f x f x
    . 

Vậy ta cần tìm m > 0 để: 

 
1 1

0 0

' '
2 .

f x xf x
mx dx m dx

f x f x

 
  

 
  .  

Hay: . 

Dấu bằng xảy ra khi m = 4. 

Từ đó suy ra: 

 

Dấu bằng xảy ra khi 

 ' '
4 4

f x f x
x dx xdx

f x f x
    . Tìm được 

. 

Bài 18. Tìm hàm f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0,1  biết: 0 1, 1 3f f  và 
1

2

0

' 1f x f x dx    . 

Hướng dẫn. Với m > 0, xét: 
2

' 2 . 'f x f x m m f x f x    , hay cần tìm m 

sao cho: 

1 1
2

0 0

' 2 . 'f x f x m dx m f x f x dx          
. Dấu bằng xảy ra khi .  

Khi đó:  

 

Dấu bằng xảy ra khi ' 1f x f x   . Thử lại 

tìm được . 

Bài 19. Tìm hàm 0f x , có đạo hàm liên tục 
trên 1;2  thỏa mãn: 

1 1, 2 16f f   và 
22

1

'
24

f x
dx

xf x
 .  

Hướng dẫn. Ta có: 
2 2' '1

.
f x f x

xf x x f x
 , gợi ý 

dùng bất đẳng thức AM-GM:  

2 2' ' '
2 2 , 0, 1;2

f x f x f x
mx m m m x

xf x f x f x
    

 

Khi đó: 
2

1

2 2
24 4 24 12

3 3

m m
m f x m     , dấu bằng 

khi . Tìm được 4f x x . 

Bài 20.  Tìm hàm f x  có đạo hàm liên tục 

trên 1;2  và thỏa mãn 
2

3

1

31x f x dx  .  

Hướng dẫn: Áp dụng hai lần bất đẳng thức 
Cauchy-Schwarz, ta có: 

 
32 2 2 4

4 4 4
32

1 1 1 4

1

31
3875x f x dx f x dx f x dx

x dx

 
    

  
 
 

  


         

 

Dấu bằng khi  
2

4 2

1

31 5 5f x kx k x dx k f x x       . 

Bài 21. Tìm hàm 0f x   có đạo hàm 

' 0f x  , liên tục trên 0,1 , thỏa mãn:  

20 1, 1f f e   và 
1

0

'
1

xf x
dx

f x
 .  

Hướng dẫn. Theo bất đẳng thức Cauchy-Shwarz:  
2 2

1 1 1 1
2

0 0 0 0

' ' '
1 . .

xf x f x f x
dx x dx xdx dx

f x f x f x

   
     
   
   
   

11
ln 1

2 0

f

f
  . 

Dấu bằng khi 'f x
kx

f x
 . Thay vào 

1

0

'
1 4

xf x
dx k

f x
   . Tìm được . 
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Bài 22. Tìm hàm f x  có đạo hàm liên tục 

trên 0,1  thỏa mãn: 

 và 

1
2

0

' 1f x f x dx    .  

Hướng dẫn. Theo bất đẳng thức Cauchy-

Schwarz. Ta có: 
1

12

0
0

1
' 1

2
f x f x dx f x   và 

21 1 1
22 2

0 0 0

1 ' 1 . ' 1.1 1f x f x dx dx f x f x dx
 

       
 
  

 

Dấu bằng khi 'f x f x k , thay vào 

1

0

' 1f x f x dx   được 1k    . 

IV. KẾT LUẬN 

Qua theo dõi đề thi THPT Quốc gia, các kì thi 
Olympic cho học sinh, sinh viên, tác giả nhận thấy 
các dạng toán về phương trình vi - tích phân được 
cho từ cơ bản đến phức tạp, có thể là tích hợp từ các 
bài toán cơ bản, nếu tổng hợp được từng dạng cụ thể 
dần hình thành chuyên đề đầy đủ cho người học 
nâng cao kiến thức, có thể tự tổng quát và tạo được 
hệ thống bài tập trong học tập và nghiêm cứu. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Trong quá trình sưu tầm và tổng hợp tài liệu, do 
khả năng và thời gian có hạn nên một số kết quả của 
chuyên đề mới dừng lại ở những kết luận ban đầu, 
một số vấn đề của chuyên đề có thể chưa được phát 
triển sâu và cách làm có thể chưa tối ưu. Vì vậy rất 
mong được sự quan tâm đóng góp ý kiến của các 
thầy cô giáo, các bạn đồng nghiệp để chuyên đề có 
chất lượng tốt hơn.  
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